Μετά το οπισθόφυλλο                                                                                                  Ρ.Μ

Λύση Α’

· Θέτουμε:
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· Μπορούμε εύκολα (με όρια) να δείξουμε ότι: οι  f, g  είναι συνεχείς στο [0,1], αλλά όχι παραγωγίσιμες στο ½. 

· Ακόμη έχουμε:
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και    
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· Έστω τώρα ότι:
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· Μπορούμε να κατασκευάσουμε τον παρακάτω πίνακα:
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διότι:
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και επειδή η g είναι συνεχής στο ½ προκύπτει ότι:
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οπότε τελικά 
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· Αντίστοιχα τώρα ο πίνακας για την h είναι:
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Aπό όπου με ίδιο τρόπο προκύπτει 
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Και έτσι από τις (1) και (2) καταλήξαμε σε άτοπο που σημαίνει ότι 
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· Παρατήρηση: Αν f ’ συνεχής στο [0,1] και υπάρχει η  f ’’ στο (0,1) ισχύουν τα ίδια συμπεράσματα και μάλιστα το ξ βρίσκεται στο ανοικτό (0,1).
Λύση B’

·  Αντιστοιχίζω την f σε μετατόπιση x κινητού που κινείται πάνω σε άξονα και την μεταβλητή x στον χρόνο t . Δηλαδή την f(x) σε x(t). Τότε η  f ’(x) παριστάνει την ταχύτητα v(t) και η  f ’’(x) την επιτάχυνση a(t).
· Από την εκφώνηση έχουμε : x(0)= xαρχ=0 , x(1)=xτελ=1 και vαρχ=0 , vτελ=0

· Aν το μέτρο της επιτάχυνσης είναι σταθερό και ίσο με 4m/s2 , τότε θα είναι 
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. Επειδή το εμβαδόν του διαγράμματος a-t θα είναι το vτελ-vαρχ=0-0=0 , η a θα έχει και θετικές και αρνητικές τιμές π.χ. όπως στο παρακάτω διάγραμμα.
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· Προφανώς κάποιες δυνάμεις έδρασαν στο κινητό, οι οποίες του προκάλεσαν αυτές τις επιταχύνσεις. Αλλά από το θεώρημα Ώθησης – Ορμής μπορούμε να ισχυριστούμε ότι η σειρά με την οποία δρουν οι δυνάμεις δεν παίζει ρόλο και τελικά θα έχουμε το ίδιο αποτέλεσμα. Αυτό έχει σαν συνέπεια να μπορούμε να αναδιατάξουμε τις δυνάμεις , άρα και τις επιταχύνσεις όπως στο παρακάτω συμμετρικό διάγραμμα:
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· Μπορούμε να κατασκευάσουμε το διάγραμμα v-t αφού vαρχ=0 , vτελ=0 και με τον τύπο v=at να βρούμε αριθμητικές τιμές.
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· Το εμβαδόν του v-t προκύπτει ίσο με την μονάδα που παριστάνει την συνολική μετατόπιση, η οποία δινόταν στην εκφώνηση.
· Ας υποθέσουμε τώρα ότι το ζητούμενο δεν ισχύει. Θα πρέπει τότε :
[image: image13.wmf]2

a4m/st[0,1]

<"Î

. Αυτό σημαίνει ότι στο συμμετρικό διάγραμμα a-t οι αποστάσεις των δύο οριζοντίων γραμμών από τον άξονα t θα είναι κάτι λιγότερο από 4m/s2. Άρα η τιμή της ταχύτητας v(1/2) θα προκύψει : v(1/2)<2 . Κατά συνέπεια το εμβαδόν του v-t προκύπτει μικρότερο από τη μονάδα, πράγμα που είναι άτοπο από την εκφώνηση.
· Παρατήρηση:Θεωρήσαμε ότι τα «σπασίματα» που κάνει η επιτάχυνση (ασυνέχειες) είναι αριθμήσιμου πλήθους ώστε να μην δημιουργηθούν προβλήματα με την αναδιάταξη.
· Τελικά. Aν το μέτρο της επιτάχυνσης δεν είναι σταθερό αλλά μικρότερο από 4m/s2 , τότε θα είναι 
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Και πάλι μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα συμμετρικό 

διάγραμμα a-t (με αριθμήσιμου πλήθους ασυνέχειες) το οποίο 

θα βρίσκεται, βέβαια, εντός των δύο ορθογωνίων του επόμενου σχήματος αφού
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· Τότε η εκάστοτε τιμή της ταχύτητας θα προκύπτει: 
[image: image16.wmf]v4t,t[0,1/2]
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 , δηλαδή η καμπύλη του v θα είναι πιο κάτω από την ευθεία του v του σχήματος (3) 
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· Οπότε το εμβαδόν του v-t θα είναι μικρότερο του ½ ,
[image: image18.wmf]t[0,1/2]
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 και λόγω συμμετρίας η συνολική μετατόπιση δεν θα μπορέσει να είναι 1m. Άτοπο και πάλι.

Λύση Γ’

· Έστωσαν οι συναρτήσεις Α(x)=2x2 , B(x)=2x2-4x+3 , C(x)=-2x2+4x-1   
,D(x)=-2x2 , x
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 . Ονομάζουμε με Κ,Λ,Μ  τα σημεία τομής των 
γραφικών παραστάσεων των Α και Β,Β  και C,C  και D 
αντιστοίχως όπως στο σχήμα:
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                              Μ 

· Αν για την συνάρτηση f ισχύουν : 
[image: image20.wmf]f''(x)4x[0,1]

<"Î

  f(0)=0 , 
f(1)=1 , f ΄(0)=0 , f ΄(1)=0  θα δείξουμε ότι η γραφική παράσταση 

της  f  βρίσκεται εντός του χωρίου (ΟΚΛΜ).

· Πράγματι :
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 διασπώντας σε δυο ανισότητες είναι:
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αφού f ’ συνεχής στο [0,1]
διασπώντας σε άλλες δυο ανισότητες παίρνουμε
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αφού  f  συνεχής στο [0,1]

· Τελικά 
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· Με εντελώς παρόμοιο τρόπο βρίσκουμε ότι:
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που σημαίνει ότι η Cf  βρίσκεται εντός του (ΟΚΛΜ) και έχει κοινά σημεία με το περίγραμμα μόνο τα Ο και Λ.

· Όμως αν θεωρήσουμε την εξίσωση A(x)=C(x) βλέπουμε ότι μοναδική λύση είναι το ½ και ακόμη μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι οι A ,C  έχουν και κοινή εφαπτομένη στο σημείο αυτό. Δηλαδή οι καμπύλες εφάπτονται στο Ρ(1/2,1/2).
Επειδή η Cf  βρίσκεται εντός του (ΟΚΛΜ), προφανώς αφού οι καμπύλες εφάπτονται στο Ρ(1/2,1/2), τότε και η Cf  θα διέρχεται από το Ρ. Άτοπο, αφού κοινά σημεία με το περίγραμμα είναι μόνο τα Ο και Λ.
Aν δεν το’ χετε καταλάβει η πρώτη λύση ήταν του Δημήτρη, πολύ φαντασιόπληκτη, η δεύτερη του Νίκου που τα’ βλεπε όλα με φυσική και η τρίτη, πιο αυστηρή και διδακτική, φυσικά ήταν του Αλέκου. Περιμένουμε την τέταρτη.
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